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摘要    长宽厚均处于微米级的微平板结构广泛存在于微机电系统(MEMS)中, 开展其

声振耦合特性研究对于 MEMS 在声激励下的稳定性研究以及微型声传感器的性能研究

具有重要意义. 针对声压激励下的四边简支微平板结构, 基于 Cosserat 理论与 Hamilton

变分原理建立了考虑尺度效应的结构声振耦合理论模型, 并结合流固耦合条件求解了声

振耦合系统控制方程. 基于理论模型开展数值计算, 系统研究了尺度效应对微平板结构

声振耦合性能的影响, 具体讨论了不同尺度效应下板厚度、板长宽等关键系统参数对微

平板声振耦合特性的影响, 为 MEMS 中微平板结构的工程优化设计提供了理论参考.  
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建立于材料连续性及均匀性假设之上的经典声

振耦合理论忽略了材料内部微结构对材料声振耦合

特性的影响 . 但是 , 在微尺度下 , 材料内部微结构  

(如多晶材料的晶粒/晶界)的非均匀性将显著影响材

料的静/动态力学性能, 使其表现出明显的尺寸效应, 

这一点已被不少微观实验[1,2]所证实. 长宽厚均处于

微米级的微平板结构广泛存在于微机电系统

(MEMS)[3~5]中, 而 MEMS 中噪声源[6]是普遍存在

的, 声学激励会引起微平板的振动, 进而引发微

平板与周围流体的耦合行为, 因而系统开展微平

板声振耦合特性研究并明确材料尺度效应对微平板

结构声振耦合性能的影响, 无论是对于 MEMS 在声

激励下的稳定性研究还是对于微型声传感器 [7]的性

能研究都具有重要意义.  

针对微尺度下材料和结构的静力学和动力学特

性, 不少学者采用 Cosserat 理论[8,9]开展了研究. 该理

论认为应变能密度不仅依赖于应变而且依赖于旋转

梯度张量, 进而通过旋转梯度张量将本征长度参数

引入到本构方程中, 故可刻画尺度效应对不同材料

和结构力学性能的影响 .  康新和席占稳 [ 1 0 ]应用

Hamilton 变分原理建立了微梁无阻尼自由振动的微

分方程, 研究了微梁振动特性的尺度效应, 发现当微

梁的厚度与材料的本征长度接近时, 其固有频率将

显著增加. 章定国等人[11]进一步研究了更为复杂的

微梁刚柔耦合动力学分析, 考虑了大位移运动和尺

度效应, 运用 Laplace 方程建立了更为精确的一次近

似耦合模型. 针对任意形状各向同性 Kirchhoff 微平

板的力学特性, Tsiatas[12]建立了含尺度效应的理论模

型, 并分析了该模型与传统连续理论模型之间的区

别, 但该模型仅限于静力学范畴. 王晓明等人[13]研究

了尺度效应对四边简支微平板自由振动的影响, 分

析了不同尺寸下微平板的固有频率随本征长度变 
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化的规律, 但未考虑其他类型的边界条件及不同板

形状情况下尺度效应的作用. Jomehzadeh 等人[14]研

究了微方板和微圆板在多种边界条件下的自由振动

特性及其对尺度效应的依赖, 相关理论模型更具有

一般性和普遍性, 为研究具有复杂形状和复杂边界

条件的微平板的动力学特性提供了新的方法. Mohd- 

Yasin 等人[6]将以往的关于 MEMS 中噪声现象的研究

进行了系统的总结, 包括噪声的分类、产生机理以及

影响等.  

综上所述, 国内外学者已经在不同层面开展了尺

度效应对微结构静力学和动力学特性影响的研究 , 

但尚无针对微平板声振耦合行为中尺度效应的研究. 

本文基于 Cosserat 理论, 考虑材料内部微结构的尺度

效应, 应用 Hamilton 变分原理建立了微平板结构的

声振耦合理论模型; 将声压以简支模态级数的形式

引入振动控制方程, 结合流固耦合条件求解了考虑

材料尺度效应的声振耦合控制方程, 系统研究了材

料尺度效应对微平板结构声振耦合性能的影响, 具

体分析讨论了不同板厚及长宽比下微平板的材料本

征长度对其声振耦合特性的影响 . 本文结果为

MEMS 中微平板结构的精确设计提供了必要的理论

参考.  

1  理论模型 

考虑如图 1 所示四边简支微平板结构的声振耦

合特性. 对具有微米尺度的 Kirchhoff 板而言, 经典

弹性理论不再适用. 与经典弹性理论不同, Cosserat

理论[13]不再把材料视为理想的连续、均匀的变形体, 

单元体的选取不再是任意小的微元体, 而是考虑材

料内部微结构的影响: 即单元体具有一定的尺度, 且

假设每个材料粒子有 3 个位移自由度 iu ( 1,2,3i  )和 

 

 

图 1  四边简支微平板结构传声示意图 

3 个旋转自由度 i ( 1,2,3i  ).  

对 Cosserat 理论进行线性化处理可得约束转动

Cosserat 理论[13], 该理论假定粒子的转动等同于物质

转动, 即 e  , 2i ijk k ju (其中 eijk 为置换张量), 且相对

应的应变张量为零. 结合经典弹性理论, 在入射声压

ip 作用下, 图 1 所示微平板的位移张量可表示为  

 1 2,    ,
w w

y x
  

  
 

 (1) 

其中 w 为微平板在 z 方向上的挠度 , 曲率张量为

,ij i j  .  

采用约束转动 Cosserat理论, 应变能密度仅为应

变和曲率的函数[15], 故可将应变能表示为  

  2 1
d ,

2ij ij ij ij ii jjU l V             (2) 

其中 ij 为应变张量,  和  为拉梅系数. 考虑微平

板构成材料的阻尼 并引入复数形式的弹性模量

 1E j , 则有  

 
 
1

2 1

E j








, 
 

  
 


 



 

1 j
,

1 1 2

E
 

其中  j 1 为虚数单位,  为材料的泊松比, l 为材

料的本征长度, 与材料的微结构尺度相关.  

由于微平板在 x , y 方向的振动动能远小于其

在 z 方向的振动动能, 故仅考虑后者, 同时忽略具有

相同( ,x y )坐标的材料粒子在 z 方向振动速度的差别. 

则微平板振动的动能可表示为  

 
2

1
d ,

2 A

w
T h A

t
       (3) 

其中  为微平板的材料密度, h 为微平板的厚度, A

为微平板的面积.  

如图 1 所示, 声压 ip 入射到微平板时, 在其入射

侧产生反射声压 rp , 同时在透射侧产生透射声压 tp , 

3 个声压同时对微平板做功, 使其产生振动. 故声压

做功可表示为  

   d .i r t
A

W p p p w A    (4) 

Hamilton 变分原理要求:  
 0,S   (5) 

其中的 Hamilton 作用量 S 为  

  
2

1

d .
t

t
S U T W t    (6) 
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将(2)~(4)式代入(5)式可得  

 

   
  

 
 

 

   

  
  

 

  

           


    
 



 

2

1

2

1

3 2
4

2

2

d

1 j 1 1 j

12 1 1 2 2 1

d d 0,

t

t

t

t A

i r t

S U T W t

E h E l h
w

w
h p p p w A t

t



 (7)

 

由此可得振动控制方程:  

 

   
  

 
 

  
  



   
   

    


   


3 2
2 2

2

2

1 j 1 1 j

12 1 1 2 2 1

 .i r t

E h E l h
w

w
h p p p

t

 

(8) 

考虑材料微结构尺度效应的影响, 定义微平板

的等效弯曲刚度为  

 
   
   

 
 

  
  

  
 

  

3 21 j 1 1 j
,

12 1 1 2 2 1

E h E l h
D  (9) 

则可将声波激励下微平板的振动控制方程表示为  

 
2

2 2
2

.i r t

w
D w h p p p

t
 

     


 (10) 

简支边界条件下(图 1), 微平板的振动挠度可表

示为  

 e 
 

 

  j

1 1

,t
mn mn

m n

w A  (11) 

其中 sin sinmn

m x n y

a b
  

 为简支模态函数, mnA 为简

支模态系数.  

入射的平面简谐激励声压可表示为 

    e
    j

0, , ,x y zt k x k y k z

ip x y t p  (12) 

其中 0p 为入射声压幅值 ,  为声波的圆频率 , xk , 

yk , zk 是波数在 x , y , z 上的分量, 分别为  

 
0

0

0

sin cos ,

sin sin ,

cos ,

x

y

z

k k

k k

k k

 
 









 (13) 

其中 0k c 为空气中声波的波数, c 为声波在空气

中的传播速度 ,  为入射俯仰角 ,  为入射方向角

(如图 1 所示).  

考虑简支边界条件对结构振动的影响, 将反射

声压表示为简支模态级数的形式:  

    e  
 



 

  j

1 1

, , ,zt k z
r mn mn

m n

p x y z  (14) 

其中 mn 为第 mn 阶反射声压的幅值.  

同理, 透射声压也可表示为简支模态级数的形式 

    e  
 



 

  j

1 1

, , ,zt k z
t mn mn

m n

p x y t  (15) 

其中 mn 为第 mn 阶透射声压的幅值.  

为了声压表示形式的一致性和方程求解的方便

性, 将入射声压也表示为简支模态级数形式:  

    e 
 



 

  j

1 1

, , ,zt k z
i mn mn

m n

p x y t I  (16) 

其中 

  e d d   
j

0
0 0

4
,x y

a b k x k y

mn mnI p x y
ab

 (17) 

积分得 

 
  

       

e e   


         

jj2

22 2 2

4 cos 1 cos 1
.

yx
k bk a

mn

x y

mn m n
I

k a m k b n
 (18) 

在流体介质与微平板上下表面相邻的交界面上, 

流体质点与紧邻的固体质点在垂直于交界面的速度

分量应该相等, 即满足流固耦合条件:  

 

  2
0

2
0

2 : ,

2 : ,

i r

t

p p
z h w

z
p

z h w
z

 

 

 
  




 


 (19) 

其中 0 为空气的密度.  

将(11), (12), (14)和(15)式代入(19)式, 可得 mn , 

mn 与 mnA 的关系式:  

 
e e 


 


j 2 j2

0j
,

z zk h k h
mn mn z

mn
z

A I k

k
 (20) 

 
e 

 
j 22

0j
.

zk h
mn

mn
z

A

k
 (21) 

考虑到(20)和(21)式, 将(12), (14)和(15)式代入

(10)式, 可得 

 
 

e

  


 

j 2

2 2
0

2
,

2 j

zk h
mn

mn

mn z

I
A

DB h k
 (22) 

其中

2 2

mn

m n
B

a b

        
   

. 

将(22)式代入(20)及(21)式中, 得 
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 
e

e
 


  

    
     

j2
j0

2 2
0

2 j
,

2 j

z

z

k h
k h

mn mn

z z mn

I
k h k DB

 (23) 

 
 

e 


  


   

j2
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传声损失(Sound Transmission Loss)定义为  

 10STL 10 log ,i

t

W

W

 
  

 
 (25) 

其中 iW 和 tW 分别为入射声压和透射声压的声功率.  

入射声功率定义为  

 
1

d ,
2i i i

A
W p v A Re  (26) 

其中 是复数共轭标志,  0i iv p c 是当地流体质

点速度. 透射声功率定义为 

 
1

d ,
2t t t

A
W p v A Re  (27) 

其中  0t tv p c 是当地流体质点速度.  

将(16)式代入(26)式中, 得 
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根据三角函数的正交性可得  
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同理:  
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2  参数分析 

2.1  收敛性分析 

由于理论解是以双级数的形式给出, 数值计算时

需要选取足够的求和级数项以保证结果的收敛性. 一

般而言, 若一定项数的级数求和结果在给定的频率处

收敛, 则该项数的级数求和结果在低于此给定频率的

任意频率处都能收敛[16]. 由于本文计算的最高频率是

108 Hz, 故选择 108 Hz用于检验 STL的收敛性. 由图 2

结果可见, 当级数求和指标m 和 n取值 70或更大数值

时, STL 是收敛的. 因此, 后续基于理论模型的数值计

算统一选取 m=n=70 进行, 足以保证所有计算结果的

收敛性和准确性.  

2.2  尺度效应(本征长度)的影响 

以下的数值计算选取微平板的长度 a =80 μm, 

宽度 b =50 μm, 厚度 h =5 μm, 杨氏模量 E =50 GPa, 

泊松比 =0.33, 密度  =2700 kg/m3, 空气的密度

0 =1.293 kg/m3, 声速 c =340 m/s.  

本征长度 l 是 Cosserat 理论中最重要的参数, 与

材料内部微结构的尺度相关. 在声压垂直入射的情

况下, 取上述规定的参数不变, 并分别取本征长度 l

为 0, 0.5, 5.0, 7.5 μm, 得到了不同本征长度下的结构

传声损失 STL 随入射声压(垂直入射和斜入射)频率

的变化规律, 如图 3 和 4 所示.  

微平板在斜入射声波的激励下发生包含各阶固

有振动模态的弯曲波, 这些弯曲波在两对边简支边

界之间来回反射, 斜入射的声波与这些来回反射的 

 

 

图 2  传声损失 STL 的收敛性(声波垂直入射) 
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图 3  本征长度对微平板传声损失的影响(声波垂直入射) 

 

图 4  本征长度对微平板传声损失的影响 
声波斜入射=45°, = 0° 

 
各阶固有弯曲波发生周期性吻合共振, 导致图 4 中 4

种不同本征长度对应的传声损失曲线同时出现密集

的周期性波谷.  

由(18)式可知, 存在周期性频率 mf , nf 使其分

母趋近于 0, 导致 mnI 取极限值, 这即是图 4 中出现周

期性波谷的理论机理. 令(18)式分母为 0, 即可得周

期性波谷频率的表达式, 如(32)式所示.  

 

,
2 sin cos

.
2 sin sin

m

n

mc
f

a

nc
f

b

 

 




 (32) 

由(32)式可知, 当声波垂直入射(=0°,  =0°)时, 

周期性频率 mf , nf 趋近于无穷大, 因此图 3 中传声

损失曲线不存在周期性波谷.  

当激励声波的频率达到微平板的固有频率时 , 

由于两者的频率相同, 微平板会产生共振, 板的剧烈

振动引起微平板下侧临近的空气质点剧烈振动, 进

而导致透射声波的显著增强, 这就是图 3 和 4 传声损

失曲线隔声波谷(图 4 中由圆点标出)形成的力学机理. 

值得注意的是, 垂直入射的声波载荷激励虽然未能

激发出微平板所有的固有模态, 却总能激发出微平

板的基频模态.  

四边简支微平板自由振动固有频率为  

 
2 2

, 2 2
,

2m n

m n D
f

ha b 
 

  
 

 ( m , n =1,2,3...). (33) 

(33)式适用于具有不同材料本征长度的微平板. 

以 l =0.5 μm、声波垂直入射的 STL 曲线为例, 其在所

研究的频率范围内(106~108 Hz)有 7 个明显的波谷(图

3), 进一步分析发现这些波谷对应的频率与(33)式计

算得到的微平板的固有频率有很好的吻合度, 两者

对比情况见表 1.  

本征长度为 0 μm 时, 等效的弯曲刚度 D 退化为

经典弹性理论中的弯曲刚度 D . 也就是说, 此时微

平板材料均匀(无内部微结构), 其动力学性能不存在

尺度效应. 由图 3 和 4 可见, 相对于未考虑材料尺度

效应( l =0 μm)的传声损失曲线, 考虑材料尺度效应

后(即本征长度 l 不为 0), 微平板的传声损失特性发

生了明显变化.  

当本征长度( l =0.5 μm)远小于微平板厚度时, 尺

度效应很弱, STL 曲线相较于经典弹性理论得到的 

 
表 1  STL 曲线波谷频率与微平板固有频率对比(l=0.5 μm, 声波垂直入射) 

STL 曲线波谷 波谷对应频率 (107 Hz) 固有频率 (107 Hz) 固有模态 (m, n) 

1 0.671 0.67060 (1, 1) 

2 2.178 2.17756 (3, 1) 

3 4.528 4.52843 (1, 3) 

4 5.192 5.19149 (5, 1) 

5 6.035 6.03539 (3, 3) 

6 9.049 9.04932 (5, 3) 

7 9.713 9.71238 (7, 1) 
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STL 曲线变化很小: 两条曲线整体走势一致, 在小于

3.5×107 Hz 的频段内, 两者基本上是重合的; 随着频

率的增加, 两者的差异略有增大, l =0.5 μm 的 STL

曲线上隔声低谷向右移动的趋势越来越明显.  

当本征长度与微平板的厚度相近时( l =5 μm), 

尺度效应明显增强, 隔声波谷的数量和分布均发生

显著变化. 随着本征长度的进一步增加( l =7.5 μm), 

隔声波谷在所研究频段内的数量进一步减少. 由(9)

和(33)式可知, 对于相同的微平板, 相同振动模态对应

的固有频率随着本征长度的增加而升高, 因此在相

同的频率范围内(如 106~108 Hz), 微平板振动模态的

数量随着本征长度的增加而减少, 垂直声压能够激

发的微平板固有模态的数量也同时减少. 此外, 在低频

段内(106~0.6×107 Hz), 传声损失随着本征长度的增

加有所提高; 在高频段内(8×107~10×107 Hz), 随着本

征长度的增加, 隔声波谷减少, 但 STL 值无明显变化.  

从分析微平板尺度效应下声振耦合特性的角度, 

由图 4 可以得出与图 3 一致的结论. 由于周期性波谷

对参数分析有一定的干扰, 下文将只考察声波垂直

入射的情形.  

2.3  不同尺度效应下微平板厚度对传声损失的影响 

固定微平板的长度和宽度不变, 分别取本征长

度 l 为 2.5, 5.0, 7.5 μm, 研究厚度分别为 2.5, 5.0, 7.5 

μm 的微平板的声振耦合特性. 结构传声损失 STL 随

入射声压频率变化的曲线如图 5 所示.  

从图 5 可见, 随着板厚的增加, 不同本征长度所

对应的传声损失 STL 曲线上的隔声波谷都向高频移

动. 在整个研究频段内, 隔声波谷的数量不仅随着本

征长度的增加而减少, 而且也随着板厚的增加而减

少. 由(9)和(33)式可知, 对具有相同本征长度的微平

板而言, 相同振动模态对应的固有频率随着板厚的

增加而升高(对应传声损失 STL 曲线上的隔声波谷向

高频移动). 因此在相同的频率范围内(如 106~108 Hz), 

微平板振动模态的数量随板厚的增加而减少, 垂直

声压能够激发的微平板固有模态的数量也相应减少.  

由图 5 还可发现, 无论本征长度的大小如何, 在

整个研究频段内 STL 值均随板厚的增加而升高, 这

说明在微尺度条件下厚板的隔声能力优于薄板, 这

符合常规尺度条件下的质量定律. 但是, 通过比较图

5 中的(a)~(c)三图发现: 随着材料本征长度的增加, 

微平板的厚度对传声损失曲线整体趋势的影响越来 

 

图 5  不同尺度效应下微平板厚度对其结构传声损失的影响 
声波垂直入射, (a)~(c)中的材料本征长度 l 分别为 2.5, 5.0, 7.5 μm 

越弱; 当本征长度等于或大于微平板的厚度时(如图

5(c)), 传声损失曲线的整体趋势趋于一致.  

2.4  不同尺度效应下微平板的长度和宽度对传声
损失的影响 

固定微平板的厚度, 分别取材料本征长度 l 为 2.5, 

5.0, 7.5 μm, 研究长度和宽度分别为 80 μm×50 μm, 120 

μm×75 μm, 160 μm×100 μm 的微平板的声振耦合特性.  
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图 6  不同尺度效应下微平板长宽尺寸对其结构传声损失

的影响 
声波垂直入射, (a)~(c)中的材料本征长度 l 分别为 2.5, 5.0, 7.5 μm 

与此相对应的结构传声损失曲线如图 6(a)~(c)所示.

从图 6 可见, 随着板长宽尺寸的增加, 不同材料本征

长度所对应的传声损失曲线上的隔声波谷均向低频

移动. 由(33)式可知, 微平板的固有频率随板长宽尺

寸的增加而降低, 故 STL 曲线上相对应的隔声波谷

向低频移动, 同时导致相同频率范围内, 微平板振动

模态密度的增大, 对应于传声损失曲线上隔声低谷

的增加. 在低频段内(106~107 Hz), 随着板长宽尺寸

的减小, 传声损失有所提高; 在中高频段内, 随着长

宽尺寸的增加, 传声损失无明显变化.  

3  结论 

基于Cosserat理论和Hamilton变分原理, 本文建

立了考虑尺度效应(材料本征长度)的微平板声振耦

合理论模型, 并利用该模型系统考察了尺度效应及

不同尺度效应下板厚度、板长宽等关键系统参数对微

平板声振耦合特性的影响.  

微平板的 3 个主要参数(本征长度、板厚度、板

长宽)对其声振耦合行为有着非常显著的影响. 当本

征长度接近或大于板厚度时, 微平板声振耦合行为

的尺度效应明显增强. 随着尺度效应的增大, 由于结

构等效弯曲刚度的增加导致微平板固有频率增大 , 

传声损失曲线上的隔声波谷明显向高频移动.  

在不同尺度效应作用下, 板厚的增加可提高微

平板在整个频段内的隔声性能, 但随着材料本征长

度的增加, 板厚对传声损失曲线整体趋势的影响越

来越弱, 且当本征长度等于或大于板厚时, 传声损失

曲线的整体趋势趋于一致.  

微平板长宽尺寸的减小可提高其固有频率, 从

而提高微平板在低频段内的隔声性能, 并降低微平

板的模态密度. 总体而言, 在低频段, 传声损失随着

尺度效应(本征长度)的增加而增大; 在中高频段, 随

着尺度效应(本征长度)的增加, 传声损失无明显提高, 

隔声波谷却急剧减少. 
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Vibroacoustic characteristics of micro-plates considering scale effect 

REN ShuWei, XIN FengXian & LU TianJian 
State Key Laboratory for Mechanical Strength and Vibration, School of Aerospace, Xi’an Jiaotong University, Xi’an 710049, China 

Micro-plates of micron-size length, width and thickness are widely used in micro-electro-mechanical systems (MEMS), therefore, 
the analysis on the vibroacoustic characteristic of micro-plates is of paramount importance to ensure the stability of MEMS under 
acoustic excitation and the accuracy of acoustic sensors. The vibroacoustic performance of micro-plates with simply supported 
boundary condition is theoretically investigated by applying Cosserat theory and Hamilton variational principle, which has taken 
into account the scale effect of the micro-plate. The resultant equations are solved in conjunction with fluid-structure coupling 
condition. The developed model is used to investigate the influences of the scale effect and several key parameters, including 
length, width and thickness of the micro-plates, on the vibroacoustic characteristic of micro-plates. The present model hopes to 
provide a theoretical reference for the engineering optimization design of micro-plates in MEMS. 

Scale effect, vibroacoustic, Cosserat theory, Hamilton variational principle, characteristic length 
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